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摘 要：文章从资产收益率的分形分布和下方风险的角度构造了一种不相关资产的

组合投资模型，并进行了相应的实例分析。
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一、引 言

有效市场假说(Efficient Market Hypothesis)是主流的股票市场理论。

EMH假定投资者是理性的有秩序的和有条理的，人们是以因果线性的方式
对信息做出反应。 由于投资者对新信息立刻做出反应，所有的信息都反映在

价格变化之中，每日的价格行为只同当前的信息有关，而与以前的价格无关，

因而价格是独立的随机变量。 当投资者足够多时，收益率分布趋于正态分布
且方差有限。 价格的独立假设和正态分布使得在资本市场的分析中使用概率
和微积分得以正当化，在此基础上发展起来的现代投资理论（包括资本资产定

价模型CCAPM)期权定价模型(Black-Scholes)和套利定价理论CAPT)）与
IID假设（独立同分布）和正态分布也是紧密相关的。 随机游走及与之相关的

收益的正态分布假设是现代资产组合理论CMPT)的决定性理论基础之一，可

以这样说，没有了价格的随机游走，有效市场理论和现代资产组合理论也就所
剩无几了。 主流的金融计量理论基千一种线性思维，认为市场是静态的、均衡

的，在这种线性思维的指导下，价格行为的独立性和收益分布的正态性是其必

然推论。 然而，如果价格行为是非独立的、非线性的，那么，我们就需要重新审

视市场的有效性和经典的组合投资问题。
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二、资产收益率的分形分布

社会经济现象与自然现象有本质的不同，在自然现象中，很多变量服从正

态分布； 而在社会经济现象中很多现象服从负幕律分布。 它们可以用非正态的

分形分布来描述。 分形分布也称为稳定分布族。 在经济学文献中，分形分布又

称为 Pareto 分布、Pareto-坛vy分布或 Stable-Paretian 分布。 这些分布的性质最

早由 I尤vy推导出来，而他的工作又是以 Pareto 有关收入分布的工作为基础的。

人们很早就发现，股票收益不是正态分布，相对正态分布来说，有明显的
＂

尖峰”

和
＂

胖尾” （概率密度曲线在均值附近有更高的峰度值和过多的尾部观测值）。
Mandelbrot 将之称为

＂

稳定帕累托”(Stable Paretain)分布，即分形分布。 由于其

分布的密度函数难以用显式表达，故用其特征函数表示为[I]

ln(f(t))＝心t － 籵t I • [1＋世(2／六）• lnltl] a = l 

ln(f Ct))＝心t-炉|ti 。 ［三(t/ I t I) • tan （罕） ］ 吐 l

其中从是尺度调整参数，它表示曲线的宽度，入＞0冷是偏斜度的度量，

-l<B<＋1,B=0时，分布是对称的冷是位置参数，表示均值的位置；a是特

征指数，a 既度量分布的尖峰程度又度量分布的胖尾程度， O<a�2。 只有当 a

=2 时，该分布才等价于正态分布，这时，方差有限且稳定。 因此，只有价格是

随机游走时，方差才是重要的描述风险的信息。 除此之外，方差是无定义的或

可能是无穷的，这时，作为风险度量的样本方差是无意义的。 当 a = 2、伈＝ 2

时，就得到了正态分布的特征函数： log Cf (t)）＝化t-(a2 /2) • t2 。 其中，µ是

正态分布的均值团是方差。 具有自相似性是分形的一个基本特征，因为稳

定帕累托分布关于时间在统计意义上是自相似的，因此该分布是分形。

可见，有效市场假说是说a必须等于2，而分形市场研究认为a可以在l

和2之间取值，这一范围内的a对应的变量其波动特点是长期记忆性和统计

上的自相似性。 如果股票收益表现出长期记忆性，那么概率分布就不是正态

分布；如果随机游走不适用，那么大部分传统的数量分析工具的合理性将受到

置疑，特别是资本资产定价模型和作为易变性和风险度量的标准差的概念。

当 O<a�l 时，即使稳定的均值也不存在，实证研究表明，a 落在这个范

围内是很少见的。

在分形分布中，参数 a= l/H,H 是 Hurst 指数，可以通过 R/S 分析得到。

H 指数是 Hurst 提出的统计量，Hurst[2] 通过对尼罗河水位的几十年的观测，

发现水位的变化并不遵循随机游走，即不是独立的增量过程，于是 Hurst 建

立了如下的关系： R/S=(aN沪。 其中： R/S 为重标极差，R 是样本累积离差的

极差，S 是标准差； N 为观测次数； a 为常数； H 为 Hurst 指数。
将上式取对数，就得到： Log(R/S)= HLog(N) + HLog(a)。 Log(R/S)
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-Log(N)直线方程的斜率就是Hurst指数H。 这就是Hurst提出，后来又
经Mandelbrot和 Peters等学者发展完善的R/S分析方法（重标极差分析，

Rescaled range analysis)的基本思想(R/S具体算法及检验见文献[2]）。

三、收益率分形分布下传统资产组合理论所面临的困境分析

主流的有效市场假说和随机游走理论的一个重要推论是收益服从正态分
布，这是理论上完美的投资组合理论得以存在的基础。 分形市场理论的研究

表明，股票价格表现出长期依存的关系，具有状态持续性，表现为价格的连续

涨跌，波动呈现集群性的特点。 即大幅度波动集中在某些时段上，而小幅度波
动集中在另一些时段上，这导致了股票定价的有效性与传统理论有所差异，同
时使股票所承受的风险状态也有所改变。 在分形理论的框架下，二阶以上的
高阶矩是不存在或者说是无穷大的，这时，以方差为风险计量的主流金融计量

理论就面临着合理性的置疑。

风险计量是股票投资中的核心问题之一，传统的均值—方差方法和0系
数度量风险的方法只有在收益的概率分布是正态分布的条件下才有意义。 对
于正态分布而言，只要期望收益率水平和方差确定了，投资者面临的风险状况
也就确定了。 但收益率呈非规则性分布，单由期望收益率和方差确定投资者
面临的风险就存在问题。 具体来说，即使收益率的期望值和方差都固定，也可
能有无数种收益率分布状况与之对应。 在不同的收益率分布下，风险状况显
然是不尽相同的。 此外，学者们指出，方差计量风险，对损失和盈利平等处理，
有违投资者对风险的心理感受。

由于传统风险计量理论存在的种种不足，学术界重新又从能真实反映风
险的本质属性的角度，建立一套相对更为合理的度量体系。 于是，出现了只将

股票的损失部分计入风险的风险计量方法，典型的是仅刻画相对于某一目标
收益水平（通常取期望水平或零收益水平）之下的收益率分布状况的下方风险
(Downside Risk)。 该类方法的理论基础是对于一定的收益分布状况，投资者

在组合投资时，通常只关心收益率出现在某一 目标收益水平下的可能性的高
低。 在这一方面，下方风险方法克服了均值—方差方法的不足，得到了广泛的
重视和研究。 并以H arlow的LPM(Lower Partial Moment)方法最为成熟。

1952年， Markowitz在
“ PortfolioSelection”

一文中，用股票收益的方差度

量投资收益的不确定性，即风险。 厌恶风险的理性投资者在决策时，追求的是

收益和风险的最佳平衡，也就是一定风险下获得最大收益或一定收益下承受

最小的风险。 在该模型中，组合收益就是组合中各证券期望收益的加权平均，
组合模型的关键问题在于风险的度量。

Markowitz的资产配置模型以方差作为风险的度量，方差方法的合理性

决定了资产配置的有效性。 如果以方差度量风险，其优点在千，方差具有良好
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的数学特性，组合的方差可以分解 为组合中单个资产收益的方差和各个资产
收益之间的协方差，从而很容易确定。即：

式＝ 2 2 叩， wi cov(ri,ri) 
1=1 j=I 

(1) 

其中，(J� 为组合的方差，cov(r;,ri)为证券间的协方差，Q 为加权系数。通

过优化算 法，可以确定对应某一收益水平的淮一最优解。

对于分形分布来说，写成上述组合形式存在困难。首先，因为分形分布
中，高阶矩不存在，因此不能应用方差描述风险。分形分布中也有表示收益离
散程度 的 参数入，Fama、Roll以及Samuelson[3] 曾经使用该参数描述风险，构

造投资组合，文献[4] 中Peters评述了他们的工作，文献[5] 也进行了类似的研

究工作，在这些工作 中， 最根本 的问题还是关于证券组合风险如何表达的问
题。在他们的工作中，假定所有证券具有同样的表示尖峰和厚尾的分布参数

a，这样才能写出组合风险用个股风险和加权系数表达的形式。这些假设对于
他们的工作是必须的，因为具有同样a 的股票组合后，新的组合也具有同样的
特征参数a。然而，这也是不现实的，因为实证研究显示，不同的股票确实表
现出不同的Hurst指数和a。遗憾的是，具有不同厚尾效应的股票组合的多

元极值分布理论，到目前为止，仍然是未解决的问题。可见，现实股票收益分
布的多样性和复杂程度，决定了股票组合投资问题 的复杂性。同时，用 参数入
表示风险，仍然存在同方差计量风险类似的问题，即对损失和盈利平等处理，
有违投资者对风险 的心理感受。本文将讨论在分形分布下的 投资组合问题，
在下方风险思想和 收益率 的分形分布的基础上，构造一种不同参数a 股票组

合的不相关资产的组合策略，并进行相应的实例分析。

四、基于下方风险思想和分形分布的 一种投资组合模型

1. LPM方法与本文的风险计量。下方风险计量方法中，具有代表性 的 理
论体系是低位矩 LPM方法，意为只有收益分布的左尾部分才被用作风险衡

量的计算因子。对于离散阴衫儿PM的风险可表示为：I.PM,= �凡(T— 凡）二
科=--00

其中，片是组合收益率 为民时 的概率，T为某一目标收益率（通常取总体平
均水平或零收益水平），n= 0,1,2,n由效用函数的类型决定。n取值不同，反

映了 LPM的不同含义，LP凶为低于目标收益率的概率，LPM1为单边离差

的均值，LP显类似于方差，是偏差平方的概率加权，因为它是关于目标计算

的偏差，也称为目标半方差。

LPM方法对风险计量的假设条件非常简单，仅要求投资者 为风险厌恶
型，但该方法 的求解却十分繁琐。由千资产组合的概率分布一般很难确定，尤
其是在 收益的非规则分布的清况下；而且组合风险与各证券风险 的关系也不
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明确，从而组合风险的计算很难实现，由此对应的证券组合模型也就难以应
用 。LPM方法在求解时，是通过组合中各资产的加权系数和价格构造试验分
布的方法计算风险，进而求出优化模型的近似最优解，LPM方法计算的复杂
性，也限制了其在实际中应用中的推广。

在这里，由于我们用分形分布来描述证券收益的分布，因此， 在分形分布
下的组合问题，就不需要进行LPM方法中试验分布的模拟。但证券组合存
在同样的问题，就是组合风险与各证券风险的关系难以明确表达，尤其是在各
种证券具有不同特征指数a的情况，这时，甚至没有组合风险的惟 一 表达形
式。事实上，股票间的相关性并不大，而且在实际进行组合选股时，人们常选
择不同行业的股票来构造组合，这样的股票组合中，各股票间的相关程度很
小，可以近似认为是不相关资产。基于这种考虑，本文采用LPM的思想，定
义 股票的风险，在分形分布下，构造 不相关资产的组合模型 。

定义单个证券的风险为证券收益率相对于某一目标收益率的p阶平均损
失。假设证券收益率服从对称分形分布，资产连续可分，则单个证券的风险写
成连续函数的形式，用F来表示：

F，
＝ 厂（T－ x,）叮（x，）dx, （2) 

--CX3 

其中，T为目标收益率，这里取为总体平均水平，p为阶数，O<p<a(l <a<Z), 
f(x)为收益率的密度函数，在这里假定收益率服从对称分形分布。

2.构造组合模型。模型假设：（l）投资者是风险回避的；（2）证券无限可分；（3)
无税收、无交易费用等摩擦；（4）不允许卖空；（5）证券收益服从对称分形分布 。

模型构造前需要解决下面几个问题：
第一，收益R服从对称分形分布，那么，加权后收益变菌的分布如何 。
如果R～中（a,O，入，0），则wR～中（a,O, lw队，吵），O <I叫<1，这里，最重

要的是R与wR具有相同 的特征指数a。 在 R/S分析中， 有关系R/S=
(aN)H ,R是样本的累积离差的极差，S是标准差 。Hurst指数H取决于R/S
的值，并和分形分布的指数a有如下关系H=l/a。当对变量wR做R/ S分析
时，由千R和S同时变化 W 倍，因此R对S的比值不变，即H和a的值都不
变。对有相同指数a的分形分布具有可加性，根据分形分布的稳定性原理，组
合分布的各参数与各组成部分的参数，有如下关系成立：

入 =[(IW1 I入1 )
Q + …… + （ |Wn I入n )

a

J
I
/

a 

(3) 

o= 钮趴＋ ……＋ Q立
根据(3)式，当也不为 0,W2, ……，Wn 为 0 时，就得到wR～中（a,O,飞队，

吵）的分布关系 。
第二，收益 R服从对称分形分布，R～中(a,O，入，0），对应的风险为FR，那

么，加权后收益变量wR的风险如何表达 。
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取目标水平T为总体平均水平，由千收益R服从对称分布，则：
厂(Rl )

FR, ＝ - (E(R,) －R,）叮(R,)dR, ＝了厂I E(R,)—r; I r f CR) dr,
--CO 

=—E(| E(R,） — R，尸）2 

对于分形分布的p阶矩，与表示离散程度的参数入 ，有如下的关系，其中
H是只与a、P、p有关的函数：（EIECR,）—RIP) 11P= H(a,�,p) ·入。在此基础

上，可容易得到启和FwR的关系：

FR; =½[EIE(R,） —RIP ]＝+庄(a,�,p)炉

F氓 =½[EIE(wR;)-wR, Ip]＝；庄(aJ,p)（四队） P

叶旰 ca,�, p) I叫吩

(4) 

因为r和wr具有相同的参数a、B，所以H函数值相同，这时有：F戎
＝ 匝开

｀
R。

第三，由千假设组合中各股票是互不 相 关的，因此，组合的风险等于各股

票风险的加总，即： F组合 ＝ �F"\ R,= � I C.U; IPFR,。
i=l i=l 

第四，构造组合模型。有如下等式：
minF组合 =|C.01 甘FR1 + I C.Uz I r凡＋ … 十1c.un 甘F凡
(O<p<amin ,amin =min(a1 , CTz, … ,an))

(.l)t 娑0

s. t 』 E(R三 ＝ 言<,E(R) ＝ 凡

2(.l); = 1 
i=l

(5) 

3.模型的特点。模型的估计量减少，Markowitz模型 需要(n+l)(n+2)/2个
参数估计量，该模型只需2n个，但在估计风险时计算较复杂；当p= l时，该模型是
线性规划，求解方便；避免了证券组合风险计量的困难，其不足之处是还不能给出

任意证券组合风险的精确表达。在股票具有不同a指数时，组合风险与单个证券

的风险关系至今还是一个未解决的问题，有待于进一步的研究。

五、实例分析

1.样本选择。我们从沪市和深市分别选取5 只不同行业的A股股票，共
10只股票来进行分析，时间选为1999年7月至2000年6月的日数据。 这样

只从不同行业随机选取股票，更接近实际的组合方式，更有代表性。

2.实证结果及分析。我们使用模型(5) 中当p= l时的情形进行分析。
之所以选这种情况，是因为它用整数阶矩表示风险，同时，Markowitz模 型 计
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算的标准差也是一阶的，便于进行比较，此外，它是线性规划模型，求解方便。
我们利用最小二乘回归各股 收益

0.003 
票的分形分布参数，计算本文定义 0.002 
的风险(2) ，各股票的风险和收益等 。 001

统计数据由表1给出。 然后，利用

． ． 

。

Matlab 软件，求解线性规划和二次 －0.001 

规划，分别得到用实际计算的数据 －0． 002
0.008 

点描述的有效边界，图1是本文定
义的规划模型在

“

收益（纵轴）—风
险（横轴）“坐标系下的有效边界；图

.. 
0. 0 1 0. 012 0. 0 14 0. 016 0. 018 

风险

图1 分形分布下方风险的有效边界

2 是在“风险一收益“坐标系下，同时给出了 MarkoWltz 模型用标准差表示的相关
资产和不相关资产的有效边界。 一般来说，组合的有效边界应该指风险和收益正
向相关的边界，即图1中曲线拐点的上面部分，和图2曲线拐点的右半部分，这里
说的有效边界泛指整条曲线。4条曲线所代表的分别是以标准差表示的相关资产
（6

－相关）和不相关资产（6
－不相关）的有效边界，“F—不相关”代表本文定义的组

合模型的有效边界，“F－相关”代表是在利用本文的组合模型计算得到的各最优
点的组合权重下，股票组合的实际风险。 在分形分布意义下，具有不同特征指数a
的各股票之间的相关关系是不确定的，但我们可以进行的推论是，相关资产的最优
风险点，一定在“F－相关“曲线的下方或这条曲线上，但不会高于该曲线。 因为如
果最优点位于该曲线上方，那就不是最优的，总可以找到同等收益下具有更小风险
的点。

表1 组合个股的统计数据
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于1
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)

20芸言I了30云飞］
°

｝］,:5：百『 。：o!/三百

从图 2 可以看出，本文定义的风险，组合的有效边界位于 M arkowitz 标准
差风险（6

－相关）的下方 （在收益－风险坐标系下位千 Markowitz 组合有效
边界的左上方），意味着同等收益下，该方法承担较小的风险，同等风险下会有
较大的收益，也就是 说较方差计量风险对千配置资源有较高的效率。 同时，如
果考察到资产之间的相关性，相关资产的最优风险应该位于曲线 ”F － 相关”

的下方，表明即使考虑资产间的相关性，分形分布的下方风险较正态分布的方
差计量风险仍有较高的效率。

从图2还可以看到，以方差（标准差）来构造投资组合，这里的资产的相关
性，可用相关系数来表示，它对组合风险优化的影响比较大，在图上 表现为 6

—

相关和 6
－ 不相关曲线相差较大，并且随着期望收益的变化，组合的风险也发

生了较大的波动。 而用分形分布定义的下方风险，在同等收益幅度下则波动
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较小。 这表明以分形分布计量风。035风险

险，组合风险的变化没有方差计 0.03

量风险变化得那么剧烈，同时资0.025

产之间的相关性对于分形分布下 0. 02

的风险计量，没有相关系数对组
0.015 

合方差的影响那么大。 虽然目前
0.01 

0.005 
我们还不能精确描述这种具有不 。

同a指数的资产间的相关性，但
－o. 0025 -o. 0015 -o. 0005

1,.,�0005 o. 0015 o. 0025
收益

从实证结果看，与不相关资产组

合的风险相差并不大。 同时，这

种资产配置模型具有应用方便的特点，值得做进一步的应用研究。
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图2 不同风险计量方法的比较
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Abstract: In this paper, a portfolio model of irrelevant capital asset is 

built under the framework of downside risk and fractal distribution model, 

and subsequently, a corresponding empirical example is submitted. 
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